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ロジン・ラムラー・スパーリング分布を振り返る

The Rosin–Rammler–Sperling Distribution Revisited

渡辺 正裕 *
Masahiro Watanabe

1．はじめに

粒子径 xの積算分布が指数関数的に変化する法則を定
数二つ，元来は bと nの組合せで表現して [1–13]，指数
法則とも称した [2,5,6,13]。変数の変換により直線化し
てグラフに図示できるという利便性もある [3–6,8,13]。
例えば本会の用語辞典 [14,15]では「ロジン・ラムラー

分布」と呼ばれてきたので，ドイツにおける本来の提案
者三名のうちスパーリング（Sperling）の名前が含まれ
ていないことになる。由来が十分に反映されていないこ
とが筆者には大きな疑問であり，関係する文献を収集し
直してみた。
本稿では，三人がドイツ語で報告 [6]をまとめた 1933

年を中心に，歴史的な経緯を整理してみたい。特に
Rosin[16,17]や Rammler[18–20]の解説や回想を重視する
が，そこで漏れている参考文献 [1]も考慮に入れておく。
記号について，質量基準での篩上および篩下の積算分布
は当時と同じく R（= 1−Q3）および D（= Q3）で表し，
頻度分布は dD/dx（= q3）とする。グラフ上での直線の
当てはめには表計算ソフトの近似曲線（最小二乗法）を
用いたので，Rosinらの原典 [5,6]における手描きでの当
てはめとは若干ずれていることを予め断わっておく。

2．粒子径分布の研究と石炭評議会（1925～ 27年頃）

大正末期から昭和初期，日本の旧・燃料協会誌 [21,22]
を紐解いてみると，当時のドイツでは「炭粉」の「細末
度」つまり石炭粉砕物の粒度が，公的な研究課題になっ
ていたことがうかがえる。例えば Rosinと Rammlerの
文献からは「炭粉の物理的性質即ち其の形状，細末度及
微粉末の分布を学術的及商業的見地より研究するは甚だ
重要なる事項にして政府は炭粉委員会に命じて其の細末
度並に形状と粉砕機の機構乃至炭種との関係を研究せり
…」と抄録されている。元のドイツ語論文 [23]はドイ

ツ技術者協会（VDI）[24]の機関誌に掲載され，実際の
粒子径分布が例として色々と図示されているが，曲線が
基づいている法則（Gesetz）までは把握できていない。
粒子径に関する横軸を対数で表示する慣習もなかった。
背景として，第一次大戦後のドイツ国（Deutsches 

Reich）には，石炭産業を統制する法律（Gesetz）に基
づいて石炭評議会（Reichskohlenrat）という機関があっ
た [25–27]。その中には採炭（Kohlenbergbau）や炭粉
（Kohlenstaub）などの各分野に関する専門委員会があっ
て，研究成果を報告書などにまとめていた [28–30]。

3．粒子径分布に関する指数法則の発見（1928～ 32年）
3.1 スパーリングによる発見（推定 1928～ 29年頃）
この “Karl Sperling” という人物に関する情報は少ない

が，例えば石炭用の粉砕機について文献を残している
[31,32]。Rosin–Rammler組が発表した試験結果に触発さ
れて，Sperlingは次のように経験的に指数関数を得てい
たという [33–35]。まず質量基準による頻度分布のグラ
フを眺めて，多くの場合には，四つの定数（a, b, m, n）
を用いれば次式で近似できそうだと考えた。

d  
d

nm bxD a x e
x

  (1)

ここで m = n−1と置き，定数を一つ減らして簡約化し
てみると，粒子径 0から x [μm]まで簡単に積分できた
[18]。
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あとは変数 xが増加していくと積算値が 1に収束する
ように係数を決定すれば a = nbとなるから，Eq. (1)は
dD/dx = nbxn−1exp(−bxn)，Eq. (2)は D = 1−exp(−bxn)となっ
た。篩上分布としては，極めて簡単な次の関数が得られ
たことになる。

   1
nbxR x D x e    (3)

この数学的な取扱いについては “Mayer” という人物が
協力していたとされる [20]。また，Sperlingが当時の文
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献などで独自に発表していたわけではなさそうだが，
Eq. (3)まで到達した時期は，Rosin–Rammler組よりも少
し早かったと仮定してみると [13,33]，1929年頃となる
だろう。二人組が確率論的に導いていた「dD/dx = 
ax2exp(−bx2)」という式では上手く機能しなかった [18, 
34,35]。
晩年の Rosinの回想 [16]によれば「1929年」には三

人とも R = exp(−bxn)を得ていたことになる。実際に発
表をしていくのは，以下に記すとおり 1930年代となる。
3.2 ロジン・ラムラー組による発見（1930～ 32年頃）
3.2.1グロッセらによる粉砕試験の報告（1930年）

1930年の前半，Grosse，Förderreuther，Rammlerの三
名による報告がドイツの Zement誌に掲載されている
[36]。瀝青炭を試料として，開回路で（つまり分級装置
を用いないで）粉砕試験を行い，産物の粒子径分布を篩
分析で調べた。粉砕機への単位時間当たりの投入量 L  
[t/h]を 6通りに変えてみると，Table 1の結果が得られた。
要するに投入量，つまり処理量が増えるほど，目開き
60～ 200 μmの標準篩 [21,29]で篩上に残る砕料の割合
Rも当然，多くなる傾向があった。なお 0.87 t/hの行や
200 μmの列は後の議論 [5,18]では除外されてしまった
ので網掛けとしている。
3.2.2ロジン・ラムラー組による検討（1930～ 31年頃）
その後は Rosin–Rammler組が検討を進めた [37]。Fig. 

1のように縦軸の L，横軸の Rともに常用対数で変数変
換して，log10 L = log10 c+p log10 Rの関係があることを突
きとめた [5,18]。直線の傾きから標準篩ごとに決まる正
の数 pは，篩の目開き x [μm]の関数になっていると予
想できた。

やはり対数で変換してから pを xに対してプロットし
てみると，Fig. 2のように log10 p = log10 r−n log10 xとい
う直線的な関係も成り立った。そして L = c·R pと p = r·x−n 

から，二人組は次の指数関数を導いた [5,13,18]。
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結果的には，Sperlingが導いていた数式と一致する。
3.2.3ロジン・ラムラー・インテルマンの論文（1932年）
例えば 1932年 4月 30日付け，技術者協会機関誌に掲
載された Rosin，Rammler，Intelmannの三氏 [1]による
サイクロン集塵に関する論文には，篩上の R = exp(−bxn)
が明記されている。なお，実際の粒子径分布に当てはま
るのは粉砕産物に限らないと記述されている。
この資料で公式が既出という事実は，粉砕研究の歴史

[38]からは辿れなくなっている（後の Rosinや Rammler
も伏せていたのかもしれない）。それが我々には意外と
簡単に見つかってしまうのは，本会の創始者，井伊谷先
生の集塵に関する論文 [39,40]で引用されているからで
ある。

4．指数法則の発表と普及（1933～ 35年）
4.1 ラムラーの講演および講演録（1933年 3～ 5月）

1933年 3月 3日には採炭委員会の総会がベルリンで
開催され，篩分けや粉砕について Rammlerが講演して，
その内容は 5月 27日付けの Glückauf誌に収録されてい
る [2]。例えば Großと Zobel[41]による篩分析の結果が R 
= exp(−bxn)または D = 1−exp(−bxn)という指数関数に適合
することを紹介して，指数法則（Exponentialgesetz）と称
した（対数で変換して表示することは割愛している）。
なお脚注には，近日中に炭粉委員会から “Bericht C 52”

という報告書が Rosinや Sperlingとの連名で出ると付記さ
れている。題目は “Korngrößenprobleme des Kohlenstaubs 
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Fig. 1　 Logarithmic representation of the equation L = c·R p (log L 
plotted against log R) [5,13,18]

Table 1　Residues on German standard sieves[36,37]

Input, 
L [t/h]

Mass residue, R [%], on sieve aperture, x [μm]

60 75 88 120 150 200

0.87 9.6 5.6 3.3 1.3 0.6 0.2

1.39 14.5 8.2 4.4 1.5 0.3 0.2

1.79 19.7 12.4 7.1 2.5 0.8 0.5

2.39 26.2 18.1 11.5 4.9 1.2 0.5

3.02 34.3 25.1 18.5 9.6 3.2 1.1

5.27 60.7 54.0 48.6 38.0 27.2 16.2
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log10 p = log10128 −1.21∙log10 x
whereas Rosin and Rammler give 
log10 p = log10158.5 −1.25∙log10 x
in October 1933 [5]

Fig. 2　 Logarithmic representation of the equation p = r·x−n (log p 
plotted against log x)[5,13,18]



Vol. 61 No. 11（2024） 703

und ihre Bedeutung für die Vermahlung” つまり「炭粉の粒
度問題と粉砕における重要性」となっている。どうやら
石炭評議会が，指数法則についての報告を共著でまとめ
るよう三氏に勧めたということらしい [33]。
4.2 三氏による石炭評議会の報告書（1933年 6～ 12月）
その年の 6月には実際に “C 52” が出版され [33]，縦

軸に log10log10 1/R，横軸に log10 xをプロットして直線化
を確認できることが明示されたと言われる。ただし，こ
の報告書は今の日本では入手困難となっている。
ところが “C 52” を短縮した報告であれば 12月 2日付

けの Die Wärme誌 [6]で現在でも閲覧できる（大岡山図
書館など）。導出までの過程は省略されているが，R = 
exp(−bxn)の他，dD/dx = nb xn−1exp(−bxn)の公式も提示さ
れている。さらに瀝青炭の粉砕物について，篩上の逆数・
対数・対数で粒子径分布を直線化した具体的なグラフが
例示されており（Fig. 3），最頻値の議論もある。
当時，“C 51” の副著者であった Goecke[9]は “Rosin, 

Rammler und Sperling” が R = exp(−bxn)への適合を論じた
と記している。図示により log10 log10 (1/R)と log10 xの直
線関係を確認するまでが粒度に関する指数法則の骨子で
あったとすれば，三人の報告を正式な発表とみなして
「Rosin–Rammler–Sperling分布」「～法則」や「～の式」
のように呼ぶのが適切ではないだろうか [18,42,43]。
4.3 ロジン・ラムラー組による普及（1933年 8月～ 35年）
二人組が Sperlingと共著したのは “C 52” と短縮版 [6]

のみと思われる。その年の後半からは，二人だけで色々
な分野の各専門誌で “C 52” を主な典拠として新しい分
布法則を紹介していった [3,4,7,8]。皮切りとなったのは
8月 3日付けの Zement誌で，もちろんセメントを例に

して論じており，変数変換で直線化する公式も明記して
ある。

 10 10 10 10 10 10
1log log log log log log
  

b e n x
R

         
 (5)

それと並行して，二人は英語の論文 [5]を用意した。
1933年 10月に英国の燃料協会（Institute of Fuel）の機
関誌に掲載されていて，現在でも非常に有名な文献と
なっているのは周知のとおりであるが，内容的には他の
ドイツ語文献 [3,8]をまとめ直したものではないだろう
か。

5．英国でのベネットによる提案（1933年 12月～ 36年）
5.1 ベネットによる線図の改良（1933年 12月）
石炭粉砕物の粒度を支配する一般的な法則が英国で紹
介されて，すぐに反響があった。例えばベネット
（Bennett）[44]は，変換する前の篩上 Rや篩下 Dの数値
そのものを log10 log10 1/Rや log10 log10 1/(1−D)で変換し
た位置に目盛として表示するという実用上の工夫を提案
した（このことは意外と知られていない [13]）。ちなみ
に Bennettはロジンの法則（Rosin’s law）という呼称を
好んで使っていくことになる。貢献者として Sperlingの
名前は含めないというのは，ここで既に始まっていた。
5.2 ベネットによる公式の改良（1936年 10～ 12月）
また Bennett[45]は粉砕過程を確率論的に考察して

[13]，1936年 10月には次の等式を導出してみせた。

nxR x
x

nxR x
x

 (6)

元来の篩上積算分布の公式と等価であり，各定数が b 
= (1/ x )n = 1/ x nと対応する。定数 x は，篩上積算分布の
1/e = 0.368（約 37%）に対応する一種の代表径と言えて，
定数 bを用いるよりも物理的な意味が明確になった。ま
た Bennettは R = 1/eの位置にも目盛を書き込んで，簡単
に x を算出できるように工夫した。数式でも線図でも，
原形を R–R–Sの三人がまとめて，上位互換となる完成
形を Bennettが提示したと言えよう。10月 28日の発表
の会に参加していた Rosinは賞賛を送った [45]。

6．ベネットによる改良案の普及（1937年～）
6.1 ドイツ語圏における改良案の普及

1937年 7月 5日には技術者協会の委員会で Rammler
が講演して，内容は機関誌の別冊 Verfahrenstechnikに収
録されている [18]。ここで “Rosin-Rammler-Sperlingschen 
Gewichtsverteilungsgesetz” つまり「ロジン・ラムラー・
スパーリングの重量分布法則」発表までの経緯について
Sperlingの導出を含めて詳述したうえで，公式の定数や
線図の目盛について Bennettによる改良案の優位性を紹
介している。もう当然の成り行きとして Bennett案を利
用する方が普及していく [19]。
しかしドイツ語圏では，後から貢献した Bennettの名

前は省略されたりすることがあった [42]。例えば 1954
年，ドイツ工業規格 DIN-4190の粒度線図（Körnungsnetz）
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whereas Rosin and Rammler give 
1.335, 1.14, 1.04, 0.915 and 0.895 
for the slopes in October 1933 [5]

Fig. 3　 The original Rosin–Rammler–Sperling plot or logarithmic 
representation of the equation R = exp(－ bxn) (log log 1/R 
plotted against log x) [5,6]
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[46,47]においては “RRS” という略号も使われていて，三
人による逆数・対数・対数変換を利用した線図ではある
が，実際には公式や目盛などについて，後発の Bennett
らの改良案 [44,45]が利用されていると記されていた。

1970年代に入ると [24]，RRS分布に対する Bennett案
の寄与が東西ドイツでも強く認識されるようになり，四
人目として追加した “RRSB-Netz”，“RRSB-Formel” や
“RRSB-Verteilung” という表現が定着した（誰がどの貢献
と区別するのが面倒というのもあろう）。和訳すれば，
四人の名前を冠した「線図」，「公式」や「分布」である
[20]。これは DIN-4190に代わる 1976年の新規格 DIN-
66145（RRSB-Netz）で採用されたことが大きい [48–50]。
6.2 英語圏における改良案の普及
英国に活動拠点を移した Rosinが貢献を強調しなかっ

たというのもあるだろうが，英文で文献を記していない
Sperlingの存在は英語圏では軽視，または無視されるこ
ともあった。よく “Rosin–Rammler (distribution) law” と呼
ばれた主な理由は，Rosin–Rammler組の英語論文 [5]が
オリジナルと見られていたからである。米国では，よく
題目が “Laws covering the fineness of powdered coal” と間
違われていたりすることが象徴的であるが [51]，内容を
知らずに孫引きされていることも多かったと思われる。
公式や線図については，もちろん Bennettの案が普及
した。一部では “Bennett’s equation (for the Rosin–Rammler 
law)” や “Bennett diagram” という呼称も用いられた [52]。

7．日本でのロジン・ラムラー・スパーリング分布の導入

わが国では 1930年代半ばから，主にドイツ語文献を
通じて情報が入ってきた [5–8]。化学工学 [53]の分野で
あれば Die Chemische Fabrik誌 [4]から，窯業 [54–56]や
セメントの分野なら Zement誌 [3]から引用という具合
であった。ちなみに中條は Rosin–Rammler組の報告を
知る前から同様な法則を得ていたという [57]。

1940年代には，提案者の一人として “Sperling” という
名前もよく紹介されていた [10–13]。特に 1949年の桑井
の解説は前年の講習会 [58]の内容に加筆したものだが，
Rammler[18]の文章からの翻訳を基本としていたので，
Bennettの改良案までの要点が簡潔にまとまっていた。

1950年代以降 [59,60]，英語圏からの影響が強くなっ
たこともあり，Sperlingの位置づけについては不理解が
生じていった。例えば，粉体工学研究会の時代に頒布し
ていた「R.R.S.粒度線図」[46]に，なぜ「S.」という三
人目が入っているのか，よく分からなくなった様子であ
る [61–63]。この線図の元となったDIN-4190を調べても，
主に Bennettという人物が考案した公式や目盛を優先し
て利用した規格なのだから，混乱するのも無理はない。
逸話として，1973年 [64]に神保先生 [24]が英国で

RRSB公式についての Rammler本人の講演を聞いたそう
で，四半世紀後に『粉体と工業』誌で紹介していたが，
公式に関わる四人を含めた人間関係に触れている貴重な
資料となっている。もし，そこで絶筆になってしまった
のだとしたら，残念でならない [65]。

8．粉体工学用語辞典のロジン・ラムラー分布の項目

ドイツでは既に廃止されていた規格に基いた「Rosin–
Rammler–Sperling（R.R.S.）線図」という言葉が説明不
十分なまま残った状態で [46]，1976年の新規格 DIN-
66145（RRSB線図）の情報も反映されずに [50]，1981
年に『粉体工学用語辞典』初版 [14,66,67]が出版された
と推察する。その点は，第 2版 [15]へと改訂される際 [68]
にも特に改善されなかったようだ。

9．おわりに

筆者が初めて粉体工学用語辞典 [14]を利用したのは
30年近く前で，当初から人名の扱いについては疑問を
感じていた。自分で過去の文献から由来を辿ってみると，
歴史的経緯から加筆や修正が必要なのではと考えられる
用語はいくつか見つかった。その一つについて，本稿で
は詳しく振り返ってみた。どんな貢献を誰がしていたの
か，閲覧可能な参考資料を正確に挙げたうえで整理でき
たはずである。一昨年に一般公開された用語辞典ウェブ
版も改訂を検討していただきたいと思っている。
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